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Аннотация. Неопределенные значения стали актуальной проблемой с момента создания ре-
ляционной модели данных. Влияние неопределенностей сказывается на всех видах зависимостей,
используемых при проектировании и эксплуатации базы данных. В полной мере это относится и
к зависимостям включения, которые являются теоретической основой ссылочной целостности на
данные. Попытки решения указанной проблемы содержат неточности как в постановке задачи,
так и в самом ее решении. К постановочным ошибкам можно отнести использование в определе-
нии нетипизированных зависимостей включения, что приводит к перестановкам атрибутов, хотя в
технологиях баз данных атрибуты идентифицируются по имени, а не по их позиции. Кроме того,
связывание зависимостью включения разнородных, пусть даже однотипных, атрибутов является
признаком потерянной функциональной зависимости и приводит к взаимодействию нетривиаль-
ных зависимостей включения и функциональных зависимостей. Зависимости включения должны
определять количественное соотнесение объектов друг с другом, а не значений атрибутов. Неточ-
ности в решении указанной проблемы содержатся в формулировках аксиом и доказательстве их
свойств, в том числе полноты. В этой статье предлагается оригинальное решение этой пробле-
мы только для типизированных зависимостей включения при наличии неопределенных значений:
предложена система аксиом, доказана ее полнота и непротиворечивость. На основе правил вы-
вода разработан алгоритм построения не избыточного множества типизированных зависимостей
включения. Доказана корректность этого алгоритма.
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Введение
Целостность базы данных (database integrity) – соответствие имеющейся в базе дан-
ных (БД) информации логике соответствующей прикладной области. Ссылочные
ограничения целостности на данные (referential integrity) являются одним из основ-
ных видов ограничений, которые позволяют сохранить структурную целостность
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БД. В большинстве существующих систем управления базами данных (СУБД) под-
держивается такой вид ограничений, и задаются эти ограничения в виде связей
(relationship) на схеме БД.
Теоретической основой ссылочных ограничений являются зависимости включе-
ния и их взаимодействие с другими видами зависимостей. Проблеме исследования
зависимостей включения до сих пор уделяется внимание со стороны исследовате-
лей, поскольку, с одной стороны, остаются нерешенными некоторые теоретические
проблемы. С другой стороны, практика использования БД формулирует новые тре-
бования к ссылочным ограничениям целостности.
Для методического сопровождения последующих формальных построений рас-
смотрим два примера схем БД.
Пример 1. Пусть задано некоторое множество отношений – фрагмент схемы
БД учебного заведения, где подчеркнуты ключевые атрибуты отношений:
R1 = Студенты (№ студента, № группы, ФИО студента);
R2 = Список групп (№ группы, Код группы, № специальности, № курса);
R3 = Предметы (№ предмета, Предмет);
R4 = Экзамен (№ студента, № группы, № предмета, Оценка);
R5 = Аттестация (№ студента, № группы, № предмета, Вид аттестации, Балл).
В примере 1 на схеме должны быть установлены следующие ссылочные огра-
ничения целостности: нельзя поставить оценку за экзамен либо балл по аттестации
по предмету, которого нет в отношении R3. Кроме того, нельзя поставить оценку
за экзамен либо балл по аттестации студенту, информацию о котором не внесли в
БД. С другой стороны, между отношениями R4 и R5 могла быть установлена связь
по атрибутам (№ студента, № группы, № предмета), которая содержательно задает
следующее ограничение целостности: аттестация студентов может осуществляться
только по тем предметам, по которым проставлена оценка. Однако это противоре-
чит прикладной области, и такого ограничения быть не может.
Пример 2. Рассмотрим фрагмент схемы БД кинотеатра:
R1 = Фильмы (№ фильма, Наименование фильма, Жанр фильма);
R2 = Расписание сеансов (Дата сеанса, Время сеанса, № зала, № фильма);
R3 = Билеты (№ билета, Дата сеанса, Время сеанса, № зала, № ряда, № места).
В примере 2 на схеме должны быть установлены следующие ссылочные ограни-
чения целостности: нельзя в расписании назначить сеанс, если неизвестен фильм.
Однако возможно продать билет со свободной (неопределенной) датой посещения,
и/или свободным временем, и/или неопределенным номером зала и т.д. Это озна-
чает, что определенным значениям в отношении R2 могут быть поставлены в со-
ответствие неопределенные значения (Null) в R3. И если появится необходимость
заменить неопределенные значения в R3 на определенные, то выбор может быть
сделан только из соответствующих определенных значений в R2.
В данной работе предлагается исследование формальной теории для типизиро-
ванных зависимостей включения при наличии неопределенных значений. Разрабо-
танная теория используется для построения не избыточного множества ссылочных
ограничений целостности.
Зыкин В.С., Зыкин С.В.
Анализ типизированных зависимостей включения 157
1. Обзор результатов
Формирование структуры отношений (таблиц) на схеме БД осуществляется с ис-
пользованием функциональных зависимостей, многозначных зависимостей и за-
висимостей соединения [1, 2]. Однако этих зависимостей недостаточно для уста-
новления ссылочных ограничений целостности между сформированными отноше-
ниями. Для этого перечисленные зависимости дополняются зависимостями вклю-
чения. Формальное определение зависимостей включения приведено в работе [3]:
пусть U = {A1, A2, . . . , An} – множество атрибутов, определенных в БД, [Ri] – мно-
жество атрибутов, на которых определено отношение Ri, [Ri] ⊆ U , 1 ≤ i ≤ k,
R = (R1, R2, . . . , Rk) – БД, S = {[R1], [R2], . . . , [Rk]} – схема БД.
Определение 1. Пусть [Ri] и [Rj] – схемы отношений (не обязательно различ-
ные), V ⊆ [Ri] и W ⊆ [Rj], |V | = |W |, тогда соотношение Ri[V ] ⊆ Rj[W ] называ-
ется зависимостью включения.
В определении 1 |V | – мощность множества V , Ri[V ] = piV (Ri) – проекция отно-
шения Ri по атрибутам V . Зависимость включения считается типизированной, если
V = W , в противном случае – нетипизированной.
В этой же работе [3] представлена система аксиом зависимостей включения:
• IND1) (рефлексивность): Ri[X] ⊆ Ri[X], если X – последовательность отдель-
ных атрибутов Ri.
• IND2) (проецирование и перестановка): если Ri[A1, . . . , Am] ⊆ Rj[B1, . . . , Bm],
тогдаRi[Ai1 , . . . , Aiq ] ⊆ Rj[Bi1 , . . . , Biq ] для каждой последовательности i1, . . . , iq
различных целочисленных значений из множества {1, . . . ,m}.
• IND3) (транзитивность): если Ri[X] ⊆ Rj[Y ] и Rj[Y ] ⊆ Rl[Z], тогда выполнено
Ri[X] ⊆ Rl[Z].
Относительно системы IND1–IND3 в [3] представлено доказательство полно-
ты. Ввиду очевидности доказательство непротиворечивости (надежности) опущено.
Действительно, при условии отсутствия неопределенных значений доказательство
надежности аксиом сводится к сопоставлению связанных кортежей в отношениях.
Вопросы возникают при анализе доказательства полноты системы аксиом IND1–
IND3. При доказательстве условия Σ  σ ⇒ Σ ` σ: если зависимость σ выполнима
(логически следует из Σ), то σ выводима из Σ с использованием аксиом IND1–
IND3, рассматривается правило (Rule) формирования представления БД, которое
удовлетворяет зависимостям Σ. Затем показано, что если в БД выполнена зависи-
мость σ, то она выводима из Σ. При такой схеме доказательства необходимо пока-
зать выводимость σ для любого состояния БД, а не только единственного состояния,
построенного по правилу. Несомненно, можно показать выводимость σ для любого
состояния БД, но это в работе [3] не сделано. Во всех остальных работах, посвящен-
ных зависимостям включения, доказательство полноты системы аксиом сводится к
ссылке на работу [3]. Это была одна из причин написания данной статьи.
Разносторонний анализ нетипизированных зависимостей включения показал,
что полная аксиоматизация существует по отдельности для зависимостей включе-
ния и функциональных зависимостей, тогда как совместно для этих зависимостей
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полная аксиоматизация отсутствует [3–5]. В частных случаях, в том числе для одно-
местных зависимостей включения и произвольных функциональных зависимостей,
существует полная аксиоматизация [6, 7].
Продолжением проблемы взаимодействия зависимостей является построение со-
ответствующих нормальных форм (IDNF), основанных на нормальной форме Бойса–
Кодда и с ограничением в виде зависимостей включения для ациклических схем
БД [7, 8]. Впервые условия ацикличности схем БД были исследованы в [9]. Струк-
турная интерпретация зависимостей включения в виде графа представлена в [10].
Хотя исследуются отличные от [8] условия ацикличности, в работе [11] показана
связь между ними.
Отсутствие полной аксиоматизации говорит о том, что в общем случае нель-
зя определить выводимость той или иной зависимости. Как следствие, процедура
построения нормальных форм в общем случае не имеет решения. На наш взгляд,
причиной тому является использование нетипизированных зависимостей включе-
ния. Действительно, что означает ссылочная целостность между двумя (и более)
неоднородными атрибутами? Формально это нетривиальная функциональная зави-
симость, которая могла быть реализована при проектировании в структуре логи-
ческих записей на схеме БД, а не в виде ссылочной целостности. Необходимость
использования нетипизированных зависимостей включения в этом случае отпадает.
С другой стороны, типизированным зависимостям включения соответствуют триви-
альные функциональные зависимости, которые при формировании структуры ло-
гических записей не используются. Следовательно, типизированные зависимости
включения с нетривиальными функциональными зависимостями не взаимодейству-
ют и могут рассматриваться отдельно друг от друга.
Значительная часть работ посвящена разработке и исследованию алгоритмов по-
иска зависимостей включения. В работе [10] представлен полиномиальный по време-
ни алгоритм для поиска избыточных зависимостей на основе графического теорети-
ческого подхода. Представленный алгоритм является полным аналогом алгоритма
поиска избыточных функциональных зависимостей. В работах [11–14] представле-
ны различные алгоритмы поиска зависимостей включения, основанные на исполь-
зовании свойств схемы БД, анализе данных и обработке входящих запросов. Все
эти алгоритмы не гарантируют корректность и полноту обнаружения зависимостей
включения, но позволяют частично автоматизировать этот процесс.
Полная автоматизация построения зависимостей включения в общем виде нере-
ализуема, поскольку они отражают специфику бизнес-правил в конкретной при-
кладной области. Однако способствовать их построению позволяют алгоритмы, ко-
торые определяют полноту условий за счет определения пороговых значений каче-
ства [16,17].
В настоящее время активно развивается направление анализа зависимостей вклю-
чения. Для улучшения и автоматизации проверки и диагностики соблюдения пра-
вил на основе описания семантики данных (бизнес-данных) предлагаются струк-
туры и алгоритмы для обнаружения возможных нарушений ограничений бизнес-
данных, в том числе при модификации схемы БД [17–20]. Это подчеркивает акту-
альность проводимых исследований в настоящее время и в будущем.
В данной работе рассматриваются основы формальной теории для типизирован-
ных зависимостей включения. Хотя такие зависимости считаются частным случа-
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ем нетипизированных зависимостей включения, система аксиом получилась иной:
во второй аксиоме отсутствует необходимость использования перестановок. Сами
по себе перестановки в системе IND1-IND3 являются искусственными. Действи-
тельно, в технологиях БД атрибуты идентифицируются по имени, а не по распо-
ложению. Тогда как перестановки фиксируют расположение атрибута. Вместо пе-
рестановок можно использовать переименование атрибутов и т.п., что лишний раз
подтверждает искусственную природу нетипизированных зависимостей включения.
Наличие неопределенных значений в БД является неизбежным. Поэтому фор-
мальная теория должна учитывать их при проектировании. В работах [21, 22] рас-
сматривается проблема выводимости совместно для функциональных зависимостей
и зависимостей включения, допускающих наличие неопределенных значений. Как и
в случае отсутствия неопределенных значений, удается построить полную и надеж-
ную аксиоматику только в частных случаях. Основным препятствием для получе-
ния более общих результатов является взаимодействие функциональных зависимо-
стей и нетипизированных зависимостей включения. В работе [23] рассматриваются
простые и частичные нетипизированные зависимости включения с неопределенны-
ми значениями, имеющие место в стандарте языка SQL. Представлены две системы
аксиом, содержащие аксиомы с перестановками атрибутов. Для обеих систем аксиом
утверждается наличие полноты со ссылкой на работу [21], однако в работе [21] при
утверждении полноты системы аксиом ссылка идет уже на упомянутую работу [3].
В большинстве рассмотренных работ предполагается, что зависимости включения
являются нециклическими.
2. Основы формальной теории
В определении 1 представлена формулировка для типизированных зависимостей
включения без учета неопределенных значений. Рассмотрим расширение этого по-
нятия. Предварительно определим соответствующие друг другу кортежи при нали-
чии неопределенных значений.
Определение 2. Кортеж ti[X] соответствует кортежу tj[X] по атрибутам
X (tj[X] 4 ti[X]), если ti[Al] 6= Null, тогда tj[Al] = ti[Al] или tj[Al] = Null; если
ti[Al] = Null, тогда tj[Al] = Null для любого атрибута Al ∈ X.
Очевидно, что заданное в определении 2 отношение tj[X] 4 ti[X] является тран-
зитивным. То есть справедливо утверждение: если tj[X] 4 ti[X] и ti[X] 4 tm[X],
тогда tj[X] 4 tm[X].
Определение 3. Зависимость включения σ = Rj[X] ( Ri[X] от главной табли-
цы Ri[X] к подчиненной таблице Rj[X] по атрибутам X существует, если для
любого кортежа tj[X] ∈ Rj[X] имеется соответствующий кортеж ti[X] в отно-
шении Ri[X]. Такую зависимость будем называть типизированной с допущением
неопределенных значений.
Замечание. Кортеж tj[X] ∈ Rj[X] может иметь множество соответствующих кор-
тежей в отношении Ri[X]. Для замены неопределенных значений в кортеже tj[X]
могут быть выбраны только значения одноименных атрибутов одного из соответ-
ствующих кортежей отношения Ri[X], как это было показано в примере 2.
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Обозначим множество зависимостей включения, определенных на схеме БД че-
рез Σ, а σ пусть будет произвольная зависимость, возможно, σ является элементом
множества Σ.
Определение 4. Зависимость σ является логическим следствием множества
зависимостей Σ (Σ  σ), если данные в БД удовлетворяют всем зависимостям
в Σ, тогда данные удовлетворяют зависимости σ. В этом случае зависимость σ
будем называть выполнимой.
Заметим, что все зависимости Σ по определению 4 являются выполнимыми.
Представим систему аксиом, для зависимостей включения с возможными неопре-
деленными значениями:
• INN1) (рефлексивность): если X ⊆ [Ri], тогда Ri[X] ( Ri[X];
• INN2) (проекция): если Rj[Y ] ( Ri[Y ] и X ⊆ Y , тогда Rj[X] ( Ri[X];
• INN3) (транзитивность): если Rj[X] ( Ri[X] и Ri[X] ( Rl[X], тогда выпол-
нено Rj[X] ⊆ Rl[X].
Отличие системы аксиом INN1–INN3 от системы IND1–IND3, кроме допуще-
ния неопределенных значений, в отсутствии перестановок в аксиоме IND2. В типи-
зированных зависимостях включения могут быть сопоставлены друг другу только
одноименные атрибуты, а на каком они находятся месте – не важно. Это соответ-
ствует существующим технологиям БД: на логическом уровне атрибуты идентифи-
цируются своим именем, а не своей позицией в наборе значений.
Заметим, что аксиомы INN1–INN3 задают правила вывода.
Определение 5. Зависимость σ выводима из Σ за счет системы аксиом (Σ ` σ),
если при применении аксиом к зависимостям Σ за конечное число шагов будет
получена зависимость σ.
Для любой системы аксиом, прежде всего, необходимо показать ее непротиво-
речивость (надежность). Для этого покажем, что если зависимость σ выводима из
множества Σ с использованием системы аксиом, то она является логическим след-
ствием Σ: Σ ` σ ⇒ Σ  σ.
Теорема 1 (Надежность). Система аксиом INN1–INN3 надежна.
Доказательство. Последовательно докажем надежность каждой из аксиом.
Рефлексия. Рассмотрим произвольный кортеж t ∈ Ri. В соответствии с опреде-
лениями 2 и 3 кортеж t всегда будет соответствовать сам себе для любого X ⊆ [Ri],
что доказывает надежность аксиомы INN1.
Проекция. Предположим, что зависимость Rj[X] ( Ri[X] не выполнена. Тогда
допустимы реализации Rj и Ri такие, что существует кортеж tj ∈ Rj, для кото-
рого нет соответствующего кортежа в отношении Ri по атрибутам X. Поскольку
выполнена зависимость Rj[Y ] ( Ri[Y ], для кортежа tj существует соответствую-
щий кортеж ti ∈ Ri по атрибутам Y , то есть tj[Y ] 4 ti[Y ]. Поскольку X ⊆ Y , то
tj[X] 4 ti[X], что противоречит предположению об отсутствии соответствующего
кортежа для tj по атрибутам X. Это доказывает надежность аксиомы INN2.
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Транзитивность. Рассмотрим произвольный кортеж tj ∈ Rj. Поскольку выпол-
нена зависимость Rj[X] ( Ri[X], то существует кортеж ti ∈ Ri: tj[X] 4 ti[X]. Так
как имеет место зависимость Ri[X] ( Rl[X], то существует кортеж tl ∈ Rl такой, что
ti[X] 4 tl[X]. В силу транзитивности операции 4 выполнено условие tj[X] 4 tl[X],
что доказывает надежность аксиомы INN3. Теорема доказана.
Замечание. Для отношений, удовлетворяющих условию аксиомы транзитивно-
сти, выполнены следующие соотношения:
Rj[X] ∩Ri[X] ( Ri[X] ∩Rl[X],
Rj[X] ∩Ri[X] ( Rj[X] ∩Rl[X],
Rj[X] ∩Rl[X] ( Ri[X] ∩Rl[X],
где ∩ – реляционный оператор пересечения.
В [1] после доказательства надежности системы аксиом функциональных зави-
симостей рассматриваются правила (теоремы), которые позволяют сократить вы-
вод других правил и получать полезные свойства схемы БД. Наиболее полезны-
ми являются правила декомпозиции и объединения функциональных зависимо-
стей. Аналогом правила декомпозиции является аксиома проекции INN2, а аналога
правила объединения для зависимостей включения не существует: из зависимости
Rj[X∪Y ] ( Ri[X∪Y ] выводимы зависимости Rj[X] ( Ri[X] и Rj[Y ] ( Ri[Y ]. Обрат-
ное утверждение, к сожалению, не верно. Это является принципиальным отличием
функциональных зависимостей от зависимостей включения. С одной стороны, это
упрощает доказательство полноты системы аксиом INN1–INN3, с другой сторо-
ны – отсутствует возможность удаления атрибутов в зависимостях при построении
их минимального покрытия (рассмотрено далее).
Рассмотрим оригинальное доказательство полноты системы аксиом INN1–INN3,
в котором учтены ранее высказанные замечания.
Теорема 2 (Полнота). Система аксиом INN1–INN3 полна.
Доказательство. Необходимо показать, что если зависимость σ = Rj[X] ( Ri[X]
выполнима: Σ  σ, то она выводима: Σ ` σ.
Для того, чтобы зависимость σ была выводима, достаточным условием является






где X ⊆ Yl, l = 1, k + 1. Действительно, по аксиомам проекции (INN2) и тран-
зитивности (INN3), а в случае i = j и по аксиоме рефлексии (INN1), получаем
выводимость зависимости σ.
Предположим, что зависимость σ не выводима. Тогда любая последовательность
(1) содержит, по крайней мере, одну не выполнимую зависимость, пусть это будет
σ′ = R′m−1[Ym] ( R′m[Ym], где Ym = X, и/или зависимость σ′ выполнима, но X 6⊆ Ym.
В этом случае в R′m−1, а следовательно, в Rj, может существовать кортеж t, кото-
рому нет соответствующего кортежа в R′m, а следовательно, в Ri, по атрибутам X.
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Получили, что зависимость σ не выполнима. Допустим, что в Σ есть зависимости,
которые препятствуют появлению кортежа t в R′m−1 по атрибутам X. Поскольку
это должно выполняться для любого состояния БД, удовлетворяющего Σ, то зави-
симость R′m−1[X] ( Ri[X] является выполнимой и ее можно использовать вместо
невыполнимого участка последовательности (1). Полученные противоречия дока-
зывают теорему.
Заметим, что предложенную схему доказательства достаточно просто распро-
странить на нетипизированные зависимости включения. Однако по выше назван-
ным причинам данный вид зависимостей в нашей статье не рассматривается.
Аксиомы INN1–INN3 задают правила вывода для зависимостей включения.
Следовательно, они могут быть использованы для поиска выводимых (избыточных)
зависимостей в Σ.
3. Минимальное покрытие множества зависимостей
На практике ссылочная целостность, теоретической основой которой являются зави-
симости включения, реализуется СУБД в виде индексных файлов. Эти файлы надо
хранить и модифицировать в процессе работы СУБД, что требует дополнительной
памяти и времени. Поэтому целесообразно избавиться от избыточных зависимостей
в Σ.
В предыдущем разделе доказано, что выводимая зависимость является выпол-
нимой. Следовательно, ее можно удалить без всяких нежелательных последствий
для БД: множество допустимых состояний БД останется без изменений. Поиск вы-
водимых зависимостей напрямую является экспоненциальной задачей, поэтому вос-
пользуемся известным аппаратом построения замыканий [1] для функциональных
зависимостей. Аналогичный аппарат без доказательства корректности использован
в работе [10]. Адаптируем эти результаты для типизированных зависимостей вклю-
чения.
Определение 6. Замыканием отношения Ri на множестве зависимостей Σ от-
носительно атрибутов X будем называть множество отношений R+i [X], где Rj ∈
R+i [X], если зависимость σ = Rj[X] ( Ri[X] выводима из Σ за счет аксиом INN1–
INN3, то есть Σ ` σ.
Рассмотрим алгоритм построения замыкания. Текущее замыкание обозначим
R∗i [X]. Будем считать, что используемые в алгоритме множества имеют глобаль-
ные имена и их не надо передавать в процедуру через параметры.
PROCEDURE CLOSURE(R∗i [X]);
R∗i [X] = ∅;
IF X − [Ri] 6= ∅ THEN EXIT PROC;




FOR EACH Rl[Y ] ( Rm[Y ] FROM Σ;
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IF Rm ∈ R∗i [X] AND Rl 6∈ R∗i [X] AND X ⊆ Y THEN;
R∗i [X] = R
∗





Внешний цикл WHILE не имеет явного ограничения. Однако для выполнения сле-
дующего цикла необходимо дополнение хотя бы одного отношения к замыканию во
внутреннем цикле FOR. Следовательно, максимальное количество итераций в ал-
горитме равно nk, где n – количество зависимостей в Σ и k – количество отношений
в БД.
Теорема 3 (Замыкание). Алгоритм CLOSURE корректно формирует множество
R+i [X].
Доказательство. Пусть Rj – произвольное отношение и X произвольное множе-
ство атрибутов. Необходимо показать, что Rj ∈ R+i [X] тогда и только тогда, когда
Rj ∈ R∗i [X], или R+i [X] = R∗i [X].
1. (Необходимость) Пусть Rj ∈ R∗i [X]. Множество R∗i [X] формируется в трех
операторах:
а) R∗i [X] = ∅. Множество R∗i [X] остается пустым, если X содержит атрибуты, кото-
рых нет в отношении Ri. По аксиомам INN1–INN3 в этом случае также ничего не
выводимо: R+i [X] = ∅.
б) R∗i [X] = Ri. При выполнении условия X ⊆ [Ri] замыкание R+i [X] также будет
содержать Ri по аксиоме рефлексии INN1.
в) R∗i [X] = R∗i [X] ∪ Rl, если выполнены условия Rl[Y ] ( Rm[Y ] ∈ Σ, Rm ∈ R∗i [X],
Rl 6∈ R∗i [X] и X ⊆ Y . По индукции покажем, что Rl ∈ R+i [X]. Базис индукции
соответствует варианту (б). Предположим, что все отношения в R∗i [X] до появле-
ния зависимости Rl[Y ] ( Rm[Y ] соответствуют выводимым зависимостям, то есть
зависимость Rm[X] ( Ri[X] выводима. Тогда по аксиоме проекции INN2 име-
ем Rl[X] ( Rm[X], так как X ⊆ Y , и по аксиоме транзитивности INN3 имеем
Rl[X] ( Ri[X]. Это верно для любого l, где Rl ∈ R∗i [X], в том числе для l = j.
Следовательно, R∗i [X] ⊆ R+i [X].
2. (Достаточность) Пусть Rj ∈ R+i [X]. Тогда существует k строк вывода, где
последней строкой является зависимость Rj[X] ( Ri[X]. При k = 1 имеем j = i, либо
Rj[X] ( Ri[X] ∈ Σ. В обоих случаях по алгоритму отношение Rj будет присоединено
к R∗i [X]. Пусть условие выполнимости имеет место для всех зависимостей, вывод
которых содержит не более k−1 строк. Кроме вариантов, рассмотренных для случая
k = 1, зависимость Rj[X] ( Ri[X] может быть получена за счет аксиомы проекции
INN2 из зависимости Rj[Y ] ( Ri[Y ], где X ⊆ Y . Поскольку Ri уже содержится в
R∗i [X], и, если Rj еще нет в R∗i [X], то по алгоритму Rj будет присоединено к R∗i [X],
поскольку выполнены все три условия оператора IF.
Кроме того, зависимость Rj[X] ( Ri[X] может быть получена за счет акси-
омы транзитивности INN3 и Rj пока нет в R∗i [X]. Тогда должно существовать
отношение Rl, что зависимость Rl[Y ] ( Ri[Y ], где X ⊆ Y , выводима, и зависи-
мость Rj[Z] ( Rl[Z], где X ⊆ Z, принадлежит Σ. По предположению j 6= l. Тогда
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Rl ∈ R∗i [X], так как цепочка вывода зависимости Rl[Y ] ( Ri[Y ] короче, чем k.
Поскольку вновь выполнены все условия оператора IF, то Rj будет принадлежать
R∗i [X]. Следовательно, R
+
i [X] ⊆ R∗i [X]. Теорема доказана.
Имея в распоряжении полиномиальный алгоритм поиска избыточных зависи-
мостей, осталось воспользоваться им для построения не избыточного множества
типизированных зависимостей включения. Такое множество в [1] называется мини-
мальным покрытием.
PROCEDURE MIN-COVER(Σ);
FOR EACH {Rj[X] ( Ri[X]} FROM Σ;
IF Rj ∈ CLOSURE(R∗i [X]) THEN;




С учетом количества итераций в алгоритме CLOSURE, результирующее количе-
ство итераций в алгоритме MIN-COVER будет равно n2k.
После рассмотрения алгоритма MIN-COVER закономерным является вопрос об
эквивалентности зависимостей Σ на входе и на выходе алгоритма. Однако уже дока-
занная связь между замыканием и выводимостью и то, что все выводимые зависимо-
сти являются выполнимыми, гарантирует одни те же ограничения на допустимые
состояния БД со стороны зависимостей включения до и после работы алгоритма
MIN-COVER.
4. Заключение
В работе рассмотрены типизированные зависимости включения, которые, по мне-
нию авторов, наиболее приемлемы при классическом подходе к проектированию
БД [1, 2]. Количественное соотнесение значений атрибутов друг с другом, прежде
всего, определяется функциональными зависимостями. Тогда как задача зависимо-
стей включения – определять количественное соотнесение объектов друг с другом.
Использование нетипизированных зависимостей включения приводит к смешению
этих двух базовых видов зависимостей и, как следствие, к проблемам при проекти-
ровании схемы БД. Причем эти проблемы сказываются не только в теории, но и на
практике, когда объект БД подменяется связью на схеме.
Для подтверждения сказанных слов рассмотрим пример схемы БД на сайте раз-
работчиков MySQL: https://dev.mysql.com/doc/sakila/en/. Очевидно, что при фор-
мировании этой схемы использовались в основном эвристики, а зависимости на
данных имели второстепенное значение или игнорировались вовсе. Поэтому схе-
ма содержит множество неточностей. Рассмотрим одну из них, касающуюся содер-
жания нашей статьи. Отношение (таблица) “film” имеет в своем составе атрибуты:
“language_id” и “original_language_id”. Для этих атрибутов установлена ссылочная
целостность с отношением “language” по атрибуту “language_id”. В результате имеем
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нетипизированную зависимость включения:
film[original_language_id] ( language[language_id].
Все фильмы имеют значение атрибута “язык оригинала”, однако только некоторые
из них имеют перевод. Могут быть еще атрибуты: “автор перевода”, “дата выпуска
перевода” и т.д. Не будем вдаваться в детали корректного проектирования схемы
БД на основе зависимостей, это займет много места. Отметим только, что отноше-
ние БД было склеено с отношением “film”. В схеме должно существовать отдельное
отношение “translate” с типизированными зависимостями включения:
translate [language _ id] ( language[language _ id]
и
translate[film_id] ( film[film_id],
а нетипизированная зависимость должна быть удалена вместе с соответствующим
атрибутом.
Отметим, что при рассмотрении формальной теории зависимостей включения
в нашей работе не потребовалось ограничиваться ациклическими зависимостями и
ограничивать арность зависимостей, что делает предложенный аппарат достаточно
универсальным. На практике циклические зависимости могут существенно снизить
функциональные возможности БД, например при дополнении новой информацией.
Однако это проблема проектировщика БД, который формирует множество Σ, и эта
проблема решается на семантическом уровне. В качестве технологической поддерж-
ки предложенный аппарат может быть расширен правилами и алгоритмами поиска
циклических зависимостей.
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Abstract. Null values have become an urgent problem since the creation of the relational data
model. The impact of the uncertainty affects all types of dependencies used in the design and operation
of the database. This fully applies to the inclusion dependencies, which are the theoretical basis for
referential integrity on the data. Attempts to solve this problem contain inaccuracy in the statement
of the problem and its solution. The errors in formulation of the problem can be associated with the
use in the definition of untyped inclusion dependencies, which leads to permutations of the attributes,
although, the attributes in database technology are identified by name and not by their place. In
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addition, linking with the use of the inclusion dependencies of heterogeneous attributes, even of the
same type, is a sign of lost functional dependencies and leads to interaction of inclusion dependencies
and non-trivial functional dependencies. Inaccuracies in the solution of the problem are contained in
the statements of axioms and the proof of their properties, including completeness. In this paper we
propose an original solution of this problem only for typed inclusion dependencies in the presence of
Null values: a new axiom system is proposed, its completeness and soundness are proved. On the basis
of inference rules we developed an algorithm for the construction of a not surplus set of typed inclusion
dependencies. The correctness of the algorithm is proved.
Keywords: database, inclusion dependences, axiomatic, NULL values
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